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Resumen:

Se desarrolla el método de adimensionalización de ecuaciones, para Jo p oblemas de semejanza y modelos
de sistemas termodinámicos fluído$ de composición constante. Se el riva como ejemplos de aplicaciones
particulares las funciones:

- Del coefeciente de fricción en tuberías.

- Del número de Nusselt en convención forzada.

Se da una referencia bibliográfica sobre el tema.
A distintos procesos que se encuentran regidos por idénticas ecuacione d "ferenciales adimensionales. con
condiciones Iimites y de contorno semejantes, le corresponden iguales ecua -¡ nes integrales adimensionales,
que resuelven los valores requeridos_ Determinados los factores de escala, pueden conocerse los valores di­
mensionales, de cada proceso en particular.

El método de adimensionalización de ecuaciones es el más racional y seguro para:

- Establecer los criterios de semejanza.
- Encontrar los parámetros adimensionales en función de los cuales se puede universalizar las experiencias

con modelos.
- Reconocer los límites de validez, aplicación y el error en que se puede incurrir por falta de semejanza

completa.

Los métodos de Rayleigh y Buckingham, permiten resolver estos problemas con menor información: basta
con conocer todas las variables independientes que intervienen en el proceso; pero tienen limitaciones, entre
las cuales no aseguran llegar a los parámetros adimensionales convenientes, obteniéndose según como se en­
care la solución. productos de los buscados,que no tienen mayor utilidad y significación física directa.

Para un flu ído newtoniano. puro o de composición constante. sin transmisión de calor por radiación ,en
ausencia de otros campos de fuerzas. salvo el gravitatorio y sin difusión per presión ylo térmica. las ecuacio­
nes dif.,renciales que rigen el sistema son:

Ecuación de continuidad: 2e- <:t - v..(p ti)
at

Ecuación de movimiento: p:f<= _ t7P+p§ r /-!4rY+-f v-(v. il)}

Ecuación de energ ía: p Cp dT", _ "T9+1-061 7f'aJ . dlJ +-/'- p/L)
/ dé loen T"/P dt

Función disipación (sumatoria de productos de dos gradientes de velocidades. o sea con dimensiones:

v2/L2): {:6p

Ley de Fourier: f =- - ~ V'T

Aceptaremos la constancia de: OC; Cp y J
Definimos las siguientes variables adimensionales ( con asteriscos):
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Coordenadas adimensionales: x· = xlLo y W = y/Lo z = zlLo

Tiempo adimensional: t· = t . VolLo

Volumen adimensional; 1r- = 11 ILo3

Velocidad adimensional: v· = (vi Vo

Presión adimensional: p. = (P - Po) I (Po vol)

Temperatura adimensional: T W
= (T- To) I To

Densidad adimensional: p. = pipo

Operador nabla adimensional: '\/= Lo 'V

Laplaciana adimensional: 6*= Lo2 6

Si sustituimos en las ecuaciones diferenciales,en función de (as variables adimensionales y reordenamos resul­
tan las ecuaciones adimensjonales de continuidad, movimiento y energia;

Las magnitudes: Po. Vo, To, Po y Lo son valores para pUl t s hom61 os (de iguales coordenadas adimen­
sionales) en tiempos homólogos (igual tiempo adimensio all. propios de cada no de los sistemas Que
forman el conjunto, O valores característicos de los mis os.

Para poder resolver las anteriores ecuaciones, se requiere liminar una de las variables. lo Que es factible uti·
lizando la ecuación de estado. Eliminaremos'p e

Teniendo en cuenta que la densidad se puede expresar en fUI ción de la presión y de a entropía específica V

que desarrollando en series de Taylor.

Aceptando a presión constante:

ya temperatura constante:

Siendo:

y

ds = Cp dT_ 11é dIJ
T T
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Adimensionalizando., resolviendo resulta para gas i J di:

y para líquidos de módulo de compresibilid:trl Cl 15tiH, <J,

Por lo tanto la densidad adimensional resulta ser:

Para procesos isoentópicos o isotérmicos función solo: de la presión ddimemional p el número de Mach
1M) y de otros parámetros adimensionales que pueden diferir en disti'ltos estados y substancias y que
aparecen recién en las segundas derivadas.

Cuando el Número de Mach es menor Que 1 y pequeño, y más aún si p' es menor que 1, se puede aceptar para
todas las substancias y estados fluídos:

El término térmico: (To ¡3 ) In (To - 1) resu Ita despreciable, salvo en los casos en que la convención na­
tural es significativa respecto a la forzada. En este caso un análisis especial, que no desarrollaremos aqu í.
conduce al numero Grashoff

Cuyo significado físico es la relación de las fuerzas de flotabil idad a las de inercia, multiplicadas por el
cuadrado de ReynoJd s. EI (Gr) como se ve incluye a (To ¡3 ).

Los parámetros adimensionales que aparecen en fas ant.eriores ecuaciones abreviadamente por un símbo­
lo son:

Número de Mach (M) '= VolCo = (Po Vo2/K ) 1/2

Es la relación entre las fuerzas de inercia de referencia (Po V 0 2 Lo2) y las fuerzas de compresibilidad por
unidad de deformación volumétrica:

Para un flu ído incompresible vale 0, y siempre que su valor sea suficíentemente chico y men)r Que 1, puede
despreciarse.

Número de Fraude: {Fr) = V 0 2 / (gLo}

Es la relación de las fuerzas de inercia características a las gravitatorias(g po L031.En el movimiento de fluí­
dos incompresibles con contornos fijos, al poder definirse una presión dinámica, como igual a la total menos
la estática (en ausencia de movimiento), las fuerzas gravitatorias no influyen el movimiento y Froude desa­
parece. Cuando tiene un valor elevado las fuerlas gravitatorias se vuelven despreciables respecto a las de
inercia y (Fr) puede no ser tenido en cuenta.

Número de Reynold: (Re) = Va. Lo/v = Va . LollJ

Es la relaci6n entre las tuerzas de inercia características a las de viscosidad (¡J Va Lo). La estabilidad del ré­
gimen laminar está supeditada a no pasar valores críticos de Reynolds, por encima de los cuales la premi­
nencía de las fuerzas de inercia originan la turbulencia.
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Número de Peclet: (Pe) = (Re) . (Pr) = Po CpVoLo/k = VoLo/ o:

Es la relación entre la energía calórIca transportada por convención, a lo transportada por conducciÓn.Gene­
ralmente se lo expresa como el producto de Reynolds por el número de Prandtl.

Número de Prandtl: IPrl = ~ = Sl Cp/ko
<X

Es un número adimensional característico de cada substancia y función de presión y temperatura. Dentro
de las suposiciones del presente análisis es constante para una substancia dada.

Número de Eckert: (Eck) = V02 / (Cp Tol

Es la relación entre la energía cinética y la energía calórica por unidad de volumen. Para gases ideales
C02 = R To/PM y por lo tanto resulta (Eck) = 1')' ·1) (M)2. En la práctíca en los casos en que puede
despreciarse Mach, puede no tentJrse en cuenta el número de Eckert.

Número de Brinkman: (8r) = (PrI. (Eckl =VV 02/(cx Cp To) =(IJ. V02 / (ko To)

Es la relación entre la energía perdida por disipación viscosa (¡.¡ Vo Lo) y la transmitida por conducción del
calor (ko To Lo ). Se verifica que este número puede resultar del producto de Prandtl por Eckert.

En resumen el sistema de ecuaciones diferenciales adímensionales obtenido. teniendo en cuenta tomar un
juego de parámetros adimensionales independientes, dependerá de:

(Re), (Fr). (MI. (pr), (Br). (~ Tol .

Para las f!1isma condiciones límites yde contorno adimensionales (lo último implica semejanza geométrica)se
obtendrán las siguientes ecuaciones integrales adimensionales válida para todos estos sistemas, con la suposi·
ción de constancia deV; a:; Cp y de validez de la ecuación de estado adimensionalizada:

~: f+rl1}~~L1O/3Jt,(T~J)

P~.fJ (1:?a¡f'l.//t;P,"'/Br; /ft;¡;l.x~Y;Zi f)

$;fi(~t1.iFr~./'f¡Pr;Br/(8~X~yj~7ftJ

T~fi (,QQ ;¡:;¡1'1;Pr;Br;[4;';1x:y;z; tj
En régimen estacionariodesaparece t· y en sistemas un! y bidimensionales dos o una coordenada adimen­
sionaL

Semejanza Flu¡do dinámica
Para procesos isoentrópicos. isotérmicos, o en general cuando los efectos térmicQS se oueden despreciar:

En los procesos en que deba considerarse la tensión superficial ( que en nuestro anterior análisis no hemos
tenido en cuenta), influye también otro parámetro adimensional. el número de Weber (We) = po VoLo/G' .
Relación de las fuerzas de inercia a las de tensión superficial. Este sólo influye cuando hay superficies libres
y su valor es sufícientemente chico (líquidos pulverizados. Lo muy chico, etc).

Todas las otras magnitudes adimensionales da interés: aceleraciones, gradientes de velocidad, caudales,
fuerzas. potencias, ete., se pueden derivar a partir de p. ,'V. y el método de adimensionalización.

Las condiciones para que exista semejanza fluídodinámica para sistemas con semejanza geométricas. estMán
dadas por la igualdad de los números de(Re). (M), (Frl y (Wel. pero afortunadamente rara vez deben consi­
derarse mas de dos y generalmente basta con el de Reynolds.

La relación entre las fuerzas actuantes en un proceso fluidodinámico. a las fuerzas de inercia caracter ísticas,
se lo denomina número de Euler (Eu) = F (po V0 2 Lo) =ll.P / po V0 2.

La segunda forma,muy común de expresar este número, resulta cuando las fuerzas actuantes derivan o están
relacionadas a una caída de presión. La presión adimensionalizada puede considerarse como un número de
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Euler local (de cada punto), Los coeficientes de fricción de conducciones, los de arrastre de cuerpo.s su~er'

gidos y de desagües, pueden asimilarse o relacionarse con números de Euler, y en general para una misma
forma geomé"trica serán función de (Re), (M), (Fr) Y (We).

Por ejemplo el coeficiente de fricción en lUberí¡;¡s cil índric~s puede definirse:

Para Un fluido incompresible, en régimen estacionario y para este caso:

y

Aceptaremos tuberías lisa ya que sino habría que considerar la rugosidad relativa, que excede los límites de
espacio del presente trabajo.

Las fuerzas de fricción en la pared deben ser equil ibradas por la pérdida de presión:

Dividiendo ambos términos de la igualdad por: po V0 2 . Lo/2 y adimensíonalizando el segundo término
tomando D como longitud características resulta:

Si se desprecia el efecto de entrada o sea se acepta un perfil de velocidades constante es :

(LID) desaparece y

constante,

Semejanza de transporte de calor en flufdos

En la generalidad de estos casos y para convención forzada, basta con considerar los números de Reynolds
v de Prandtl, no interviniendo los restantes o siendo su efecto despreciable.

Se define como coeficiente de transferencia de calor:

h = O/lA. b. T) .

Siendob. T, una diferencia de temperaturas o una medida aritmética o logaritmica de temperaturas; por lo
tanto la forma como se toma b. T define a h.

La transferencia de calor en un fluido viene expresada por:

Q = h. T. A = ~ (~) . dA,h" an o

TomandoL'>T, como temperatura de referencia adimensionalizando y reordenando:

Número de Nusselt; (Nu) = h Lo/k = dA· = f (Re. Pr, tO)

Si se acepta que el gradiente de temperatur . se función solo de Reynold y Jrandtl de las coordenadas
y del tiempo adimensionalizado.Para régimen estacionario, naturalmente t * desaparece y el Número de Nusselt
queda función exclusiva de (Re) y -(Pr).
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Notación

P : densidad

P : presión

Cp : calor específico a presión constante

1re : volumen específico

o: : coeficiente de difusión térmica

S : entropía específica

Cv : calor específico a volumen constante

F : fuerza

n : normal

t : tiempo

9 : aceleración de la pravedad

T : temperatura absoluta

k : coeficiente de conducción

gu : versor gravedad

~ : coeficiente de dilatación a presión constante

D : díametro

A : área

: radio o coordenada radial

~ : esfuerzo de corte

f : coeficiente de fricción

v : velocidad

Jl : viscosidad

q : densidad de flujo de calor

V : viscosidad cinemática

L : longitud

: Cp/Cv

K : módulo de compresibilidad

G : tensión superficial

Co : velocidad del sonido

PM : peso molecular

R : constante de los gases.
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