SEMEJANZA FLUIDODINAMICA Y TERMICA

Prot. Raiil Fco. Romero Day

Resumen:

Se desarrolla el método de adimensionalizacién de ecuaciones, para los problemas de semejanza y modelos
de sistemas termodinamicos fluidos de composicidn constante. Se deriva como ejemplos de aplicaciones
particulares ias funciones:

— Del coefeciente de friccion en tuberias.

— Del namero de Nusselt enconvencion forzada,

Se da una referencia bibliografica sobre el tema.
A distintos procesos que se encuentran regidos por idénticas ecuaciones diferenciales adimensionales, con

condiciones Iimites y de contorno semejantes, le correspondeniguales ecuaciones integrales adimensionales,
que resuelven los valores requeridos. Determinados los factores de sscala, pueden conocerse los valores di-
mensionales, de cada proceso en particular.

El método de adimensionalizacion de ecuaciones es el mas racional y seguro para:

— Establecer los criterios de semejanza.

— Encontrar los parametros adimensionales en funcion de los cuales se puede universalizar las experiencias
con modelos.

— Reconocer los limites de validez, aplicaciény el error en que se puede incurrir por falta de semejanza
completa.

Los métodos de Rayleigh y Buckingham, permiten resolver estos problemas con menor informacion: basta
con conocer todas las variables independientes que intervienen en el proceso; pero tienen limitaciones, entre
las cuales no aseguran llegar a los parametros adimensionales convenientes, obteniéndose segiin como se en-
care la solucion, productos de los buscados,que no tienen mayor utilidad vy significacion fisica directa.

Para un fluido newtoniano, puro o de composicién constante. sin transmisién de calor por radiacion ,en

ausencia de otros campos de fuerzas, salvo el gravitatorio y sin difusion por presién y/o térmica, las ecuacig-
nes diferenciales que rigen el sistema son:

Ecuacion de continuidad: §€= - YZ(/)E)
d

E iond imi - T o = 3
cuacion de movimiento P%-=—V"’*‘/D.9 "/('../["V":f 7/17.?/'/]

Ecuacion de energia: /)Q,c%'z_vé',«./a& re] P * p Ao
ot

{ A& 7
Funcion disipacion (sumatoria de productos de dos gradientes de velocidades, o sea con dimensiones:
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Ley de Fourier: 9 =~ A U7
Aceptaremos la constanciade : oc ; C‘p y J -

Definimos las siguientes variables adimensionales ( con asteriscos):
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Coordenadas adimensionales: x* =x/Lo y* = y/Lo 2" = z/Lo
Tiempo adimensional: t* = t . Vo/Lo

Volumen adimensional: n* =7 /Lo’

Velocidad adimensional: v¥ = {v/ Vo

Presion adimensional: P* =(P-Po) / {po Vo2)

Temperatura adimensional: T* = (T- To) / To

Densidad adimensional: p* = p/p,
Operador nabla adimensional: V'=LoV

Laplaciana adimensional: A=Lo02 A

Si sustituimos en las ecuaciones diferenciales,en funcion de las variables adimensionales y reordenamos resul-
tan las ecuaciones adimensionales de continuidad, movimiento y energia:
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Las magnitudes: 2o, Vo, To, Po y Lo son valores para puntos homoélogos { de iguales coordenadas adimen-
. - ’ - - . . - .

sionales) en tiempos homologos (igual tiempo adimensional), propios de cada uno de los sistemas que

forman el conjunto, o valores caracteristicos de los mismos.

Para poder resolver las anteriores ecuaciones, se requiere eliminar una de las variables, lo que es factible uti-
lizando la ecuacion de estado. Eliminaremos _/>*

Teniendo en cuenta que ladensidad se puede expresar en funcidn de la presién y de ia entropia especifica y
que desarrollando en series de Taylor.

/0/2;7/_£AP+///0/40 f/ldp% /jASff (P 45+....

Aceptando a presion constante:
P=pel1-pU-T)
y a temperatura constante:

= o140 (P-p)]

Siendo:

L5 . o8
Fs
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Adimensionalizando y resolviendo resulta para gas iceal:

3 x3 /f
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Y para liquidos de modulo de compresibilidad costanic.
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Por lo tanto la densidad adimensional resulta ser:

Para procesos isoentopicos o isotérmicos funcién solo: de la presion adimensional p el nimero de Mach
{M) y de otros parametros adimensionales que pueden diferir en distintos estados y substancias y que
aparecen recién en las segundas derivadas.

Cuando el NOmero de Mach es menor que 1 y pequefio, y mas aln si p” es menor que 1, se puede aceptar para
todas las substancias y estados fluidos:

/O*z 2 f‘["f/zfgx

El término térmico: (To B ) In {T" - 1) resulta despreciable, salvo en los casos en que la convencion na-
tural es significativa respecto a la forzada. En este caso un andlisis especial, que no desarrollaremos aqui,
conduce ai nimero Grashoff

(Gr} = /3(7?—7'6)9/@2.{%&

Cuyo significado fisico es la relacion de las fuerzas de flotabilidad a las de inercia, multiplicadas por el
cuadrado de Reynolds.E! {Gr) comoseve incluyea (To ).

Los parametros adimensionales que aparecen en {as anteriores ecuaciones abreviadamente por un simbo-
lo son:

Namero de Mach (M) = Vo/Co = (poVo2/K) 1/2

Es la relacidn entre las fuerzas de inercia de referencia (poVo2 Lo2 )}y las fuerzas de compresibilidad por
unidad de deformacion volumétrica:

2
Klo = 2P /15
EY) 7

Para un fluido incompresible vale O, y siempre que su valor sea suficientemente chico y menar que 1, puede
despreciarse.

Numero de Froude: {Fr) = Vo2 / {glo}

Es la relacion de las fuerzas de inercia caracteristicas a las gravitatorias(g po Lo3).En el movimiento de flui-
dos incompresibles con contornos fijos, al poder definirse una presién dinamica, como igual a la total menos
la estatica (en ausencia de movimiento), las fuerzas gravitatorias no influyen el movimiento y Froude desa-
parece. Cuando tiene un valor elevado las fuerzas gravitatorias se vuelven despreciables respecto a las de
inercia y (Fr) puede no ser tenido en cuenta.

Namero de Reynold: (Re) = Vo. Lo/ = Vo. Lo/u

Es la relacion entre las tuerzas de inercia caracteristicas a las de viscosidad ( ¢ Vo Lo). La estabilidad del ré-
gimen laminar ests supeditada a no pasar valores criticos de Reynolds, por encima de los cuales la premi-
nencia de las fuerzas de inercia originan la turbulencia.
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Namero de Peclet: (Fe) = (Re) . (Pr) = o CpVolo/k = Volo/«

Es fa relacion entre la energia caldrica transportada por convencion, a la transportada por conduccion.Gene-
ralmente se lo expresa como el producto de Reynolds por el niimero de Prandtl.

Numero de Prandtl: (Pr) = % = i Cp/ko

Es un nGmero adimensional caracteristico de cada substancia y funcién de presién y temperatura. Dentro
de las suposiciones del presente analisis es constante para una substancia dada.

Nomero de Eckert: (Eck} = Vo2 / {Cp To)

Es la relacion entre la energia cinética y la energia calérica por unidad de volumen. Para gases ideales
Co2 = R To/PM y por lo tanto resulta (Eck) = (7 -1) {M)2. En la practica en los casos en que puede
despreciarse Mach, puede no tenerse en cuenta el namero de Eckert.

Namero de Brinkman: (Br) = (Pr) . (Eck) =VVo02/(&Cp To) ={4Vo2/ (ko To)

E; la relacion entre la energia perdida por disipacion viscosa (4 Vo Lo) y la transmitida por conduccion del
calor (ko To Lo ). Se verifica que este namero puede resultar del producto de Prandtl por Eckert.

En resumen el sistema de ecuaciones diferenciales adimensionales obtenido, teniendo en cuenta tomar un
juego de parametros adimensionales independientes, dependera de:

(Re), {Fr), (M), (Pr), (Br), {($ To).

Para las misma condiciones limites yde contorno adimensionales {lo Gltimo implica semejanza geométrica ) se

obtendran las siguientes ecuaciones integrales adimensionales valida para todos estos sistemas, con la suposi-
cién de constancia dey) ; «; Cp y de validez de la ecuacién de estado adimensionalizada:

Prlr ] P Bh (T )

PLYs (B, 7.5 Br; [BIa] X sy S5 )
T2 fe (Ba; it s Br (BT X5 Y 5 ZE)
TL s (Re s Frsl s B (BT, X5 y S22

En régimenestacionariodesaparece 1* y en sistemas uni y bidimensionales dos o una coordenada adimen-
sional.

Semejanza Fluido dinamica
Para procesos isoentropicos, isotérmicos, o en general cuando los efectos térmicos se pueden despreciar:

D& T f (Re; /Xy S ESE)

En los procesos en que deba considerarse la tensién superficial ( que en nuestro anterior andlisis no hemos
tenido en cuenta), influye también otro pardmetro adimensional, el nimero de Weber (We) =20 Volo/j .
Relacion de las fuerzas de inercia a las de tensién superficial. Este sélo influye cuando hay superficies libres
y su valor es suficientemente chico (liquidos pulverizados, Lo muy chico, etc).

Todas las otras magnitudes adimensionales de interés : aceleraciones, gradientes de velocidad, caudales,
i

fuerzas, potencias, etc., se pueden derivar a partirde p* ,¥* y el método de adimensionalizacion.

Las condiciones para que exista semejanza fluidodinamica para sistemas con semejanza geométricas, estaran
dadas por la igualdad de los ndmeros de(Re), (M), {Fr) y (We), pero afortunadamente rara vez deben consi-
derarse mas de dos y generaimente basta con el de Reynolds.

La relacién entre las fuerzas actuantes en un proceso fluidodindmico. a las fuerzas de inercia caracteristicas,
se lo denomina namero de Euler (Eu) = F {po Vo2 Lo) =AP/Po Vol .

La segunda forma,muy comin de expresar este niamero, resulta cuando fas fuerzas actuantes derivan o estén
relacionadas a una caida de presion. La presién adimensionalizada puede considerarse como un namero de
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Euler local {decadapunto). Los coeficientes de friccion de conducciones, los de arrastre de cuerpos sumer-
gidos y de desagiles, pueden asimilarse o relacionarse con nameros de Euler, y en general para una misma

forma geométrica seran funcion de {Re), (M), (Fr) y (We).
Por ejemplo el coeficiente de friccion en tuberias cilindricas puede definirse:

= (28549 (0/at)

Para un fiuido incompresible, en régimen estacionario y para este caso:
ol * *
’!/':f/ﬁe,-/",«x) y Z&*x:-/agiff_
rl

Aceptaremos tuberias lisa ya que sino habria que considerar la rugosidad relativa, que excede los limites de
espacio del presente trabajo.

Las fuerzas de friccion en la pared deben ser equilibradas por la pérdida de presion:

- B
AL 7D i 1) 7 po
4 /{{af () g5

Dividiendo ambos términos de la igualdad por: po Vo2 . Lo/2 y adimensionalizando el segundo término
tomando D como longitud caracteristicas resulta:

4D
240 D _ . p IO ot »@.[é g
PoE" G D Ly /ar”o / Y/ "/[

Si se desprecia el efecto de entrada o sea se acepta un perfil de velocidades constante es :

(afw:‘

EyyA
{L/D) desaparece y ‘/C—'//QQJ

Semejanza de transporte de calor en fluidos

constante,

En la generalidad de estos casos y paraconvencion forzada, basta con considerar los nGmeros de Reynolds
v de Prandtl, no interviniendo los restantes o siendo su efecto despreciable.

Se define como coeficiente de transferencia de calor:
h= Q/A.AT).

Siendo AT, una diferencia de temperaturas o una medida aritmética o logaritmica de temperaturas; por lo
tanto la forma como se toma A T defineah.

La transferencia de calor en un fiuido viene expresada por:

0=h.T.A=j< aT . dA
A an Jo

TomandoeAT, como temperatura de referencia adimensionalizando y reordenando:

Numero de Nusselt; {(Nu) = hLo/k = 4A® = f (Re, Pr, t*)

Si se acepta que el gradiente de temperaturas, sea funcion solo de Reynolds y Prandtl de las coordenadas
y del tiempo adimensionalizado.Para régimen estacionario, naturalmente t* desaparece y el NUmero de Nusselt
queda funcion exclusiva de (Re) y {Pr).
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Notacion

£ :densidad
P : presion

Cp : calor especifico a presién constante

me : volumen especifico

: coeficiente de difusién térmica

S :entropia especifica

Cv : calor especifico a volumen constante

: coeficiente de dilatacion a presion constante

F  :fuerza
n :normal
t : tiempo
g :aceleracion de la gravedad
T :temperatura absoluta
kK : coeficiente de conduccidn
gu : versor gravedad
B
D :diametro
A :area
r :radio o coordenada radial
T :esfuerzo de corte
f : coeficiente de friccion
v : velocidad
U :viscosidad
q :densidad de flujo de calor
V : viscosidad cinematica
L :longitud
: Cp/Cv
K : médulo de compresibilidad
¢ : tension superficial

Co : velocidad del sonido
PM : peso molecular
R : constante de los gases.
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