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Proélogo

En la presente Guia de Situaciones Aplicadas, el estudiante de Ingenieria encontrara una
serie de planteos en donde aplicara diversos conceptos del Anélisis Matematico 1 a través
de un enfoque basado en el desarrollo de Competencias. Las situaciones planteadas consti-
tuyen aproximaciones y simplificaciones de problemas provenientes del &mbito disciplinar
y/o laboral de las carreras de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de
Cuyo. Por ende, su resolucion sera guiada por los docentes de la catedra, teniendo en
cuenta los objetivos y resultados esperados. Esto resulta fundamental ya que algunas de
las situaciones planteadas pueden tener formas de resoluciéon alternativas o no adecuadas
para el nivel del curso.

El objetivo fundamental de la Guia es que el estudiante estimule y acreciente su capa-
cidad de abstracciéon, analice diversos factores y variables en un determinado fenémeno
o situacion problemética, construya modelos matematicos sencillos y, finalmente, aplique
las técnicas aprendidas en el curso de Analisis Matemético 1 para resolver el problema
planteado, evaluando con espiritu critico sus conclusiones y resultados. Asi, se mostrara
al estudiante algunas de las muy diversas aplicaciones de los conceptos, métodos, técnicas
y procedimientos adquiridos en Anélisis Matematico.

Por tltimo, los autores desean agradecer a las autoridades de la Facultad de Ingenieria
por el apoyo brindado.
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Prof. Noemi Vega

Lic. Martin Matons
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Una Guia enfocada en el desarrollo de Competencias'

Hasta hace algin tiempo, la gran discusion en la ensenanza de las ingenierias estaba
centrada en

Competencias Si versus Competencias No.

Sin embargo, a partir de la aprobacién de la Propuesta de Estandares de Segunda Ge-
neraciéon para la Acreditacion de las Carreras de Ingenieria por el Consejo Federal de
Decanos de ingenieria (CONFEDI) en 2018, las grandes discusiones deben enfocarse en
como adecuar e implementar los Planes de Estudio de las distintas carreras de Ingenieria
al nuevo contexto.

Uno de los pilares fundamentales del nuevo proceso de ensenanza es el siguiente:

La Formacon por Competencias no es un destino, es un Camino.

Es decir, la Formacion por Competencias consiste en una mejora continua del Proceso de
Ensenanza, en busca de la excelencia. Para enfatizar este aspecto, tomamos a continuacion
la definicion de Ingenieria como profesion realizada por el CONFEDI:

Ingenieria es la profesion en la que el conocimiento de las ciencias matemdticas y natu-
rales adquiridas mediante el estudio, la experiencia y la practica, se emplea con buen juicio
a fin de desarrollar modos en que se puedan utilizar, de manera dptima, materiales, co-
nocimiento, y las fuerzas de la naturaleza en beneficio de la humanidad, en el contexto de
condiciones éticas, fisicas, economicas, ambientales, humanas, politicas, legales, historicas
y culturales.

La Prdctica de la Ingenieria comprende el estudio de factibilidad técnico-econdmica, in-
vestigacion, desarrollo e innovacion, diseno, proyecto, modelacion, construccion, pruebas,
optimizacion, evaluacion, gerenciamiento, direccion y operacion de todo tipo de compo-
nentes, equipos, maquinas, instalaciones, edificios, obras civiles, sistemas y procesos. Las
cuestiones relativas a la sequridad y la preservacion del medio ambiente constituyen as-
pectos fundamentales que la practica de la ingenieria debe observar.

La definicion de Ingenieria y Prdctica de la Ingenieria brindan la descripcion conceptual
de las caracteristicas del graduado y constituyen la base para el andlisis de las cuestiones
atinentes a su formacion. Esto lleva a la necesidad de proponer un curriculo con un

I'El marco conceptual de esta seccion ha sido extraido del material del curso de posgrado ‘Formacion por
competencias, aprendizaje centrado en el estudiante y estandares de acreditacién de segunda generacion
para Ingenieria’, cuyos autores son V. Kowalski, D. Morano, I. Erck, S. Cirimelo y H. Enriquez’.
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balance equilibrado de competencias y conocimientos académicos, cientificos, tecnoldgicos
y de gestion, con formacion humanistica.

Los graduados de carreras de ingenieria deben tener una adecuada formacion general,
que les permita adquirir los nuevos conocimientos y herramientas derivados del avance
de la ciencia y tecnologia. Ademds, deberdn completar y actualizar permanentemente su
formacion a lo largo de la vida laboral, en el marco informal o en el formal a través del
postgrado. (Libro Rojo, CONFEDI, 2018).

Asi, la Universidad cuando forma profesionales lo hace buscando que éstos puedan re-
solver los problemas de la sociedad que se encuentran dentro de su campo de actuacion.
Entonces ser Competente como profesional tiene que tener como norte resolver Problemas
Profesionales, o Situaciones Profesionales, si se lo quiere poner en términos de la definicion
de Competencia de CONFEDI que citamos a continuacion:

Competencia: es la capacidad de articular eficazmente un conjunto
de esquemas (estructuras mentales) y valores, permitiendo movili-
zar (poner a disposicion) distintos saberes, en un determinado con-
texto con el fin de resolver situaciones profesionales (CONFEDI,
2006).

A modo de sintesis, la definicion de Competencia dada por el CONFEDI, y también por
diversos autores, presentan las siguientes caracteristicas:

¢ El fin dltimo esté en la resolucion de problemas profesionales;

¢ Los problemas de indole profesional implican situaciones complejas con un contexto
especifico;

o La competencia adquirida se demuestra a través de la actuaciéon, movilizaciéon y
articulacion de saberes y tiene un caracter finalizado;

© Poseer una competencia implica los ambitos cognitivo, motriz, social, politico y
actitudinal;

¢ La competencia debe ser evaluable, directa o indirectamente, y de forma gradual;

¢ En la formacién del ingeniero, debe haber situaciones de ingraciéon programadas.
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Como se menciond anteriormente, una de las facetas de la Competencia es la de movilizar
y articular saberes para resolver un determinado problema. Asi, ser competente significa,
entre otras cosas, movilizar recursos, y para ello debe haber una razoéon para hacerlo. Los
saberes y recursos se movilizan porque hay una necesidad, un problema o situaciéon que
necesita ser resuelta. Entonces, la competencia se demuestra a través de la actuacion, y
es por ello que tiene un carécter finalizado.

En la catedra de Analisis Matemaético I proponemos contribuir a las competencias que
el estudiante de Ingenieria debe desarrollar, siguiendo los lineamientos planteados ante-
riormente. Entre las competencias, genéricas y especificas, detalladas en el Libro Rojo del
CONFEDI a las que contribuye la presente Guia de Situaciones y el proceso de evaluacion
asociado, mencionamos:

Competencias genéricas:

o Identificar, formular y resolver problemas de ingenieria.

o Utilizar de manera efectiva técnicas y herramientas de apli-
cacion en ingenieria.
Desempenarse de manera efectiva en equipos de trabajo.
Comunicarse con efectividad.
Aprender de forma continua y auténoma.

S OO

Competencias especificas de las carreras de Ingenieria Ci-
vil, Industrial y Petroéleo:
¢ Medir, calcular y representar obras construidas y por cons-
truirse.
¢ Planificar, disenar, calcular y proyectar obras e instalaciones
para almacenamiento, captacion, tratamiento y distribucion
de solidos, liquidos y gases.
¢ Disenar, proyectar, calcular, modelar y planificar las ope-
raciones y procesos de produccion, distribucion y comerciali-
zacion de productos.
¢ Disenar, proyectar, calcular, modelar y planificar las insta-
laciones requeridas para la produccion, distribucion y comer-
cializacién de productos.
¢ Disenar, gestionar, optimizar, controlar y mantener las ope-
raciones requeridas para la produccion, distribucién y comer-
cializacion de productos.
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Competencias especificas de las carreras de Ingenieria Ci-
vil, Industrial y Petroéleo:
¢ Identificar, formular y resolver problemas relacionados a
la exploraciéon y explotacion de yacimientos de petroleo y gas
analizando alternativas y concibiendo soluciones tecnolégica-
mente adecuadas utilizando disenos experimentales, modelos
mateméticos y/o calculos.
¢ Disenar, calcular y proyectar instalaciones de tratamiento,
transporte, almacenaje de petroleo y gas aplicando principios
de calculo, diseno y simulaciones para valorar y optimizar con
sentido critico e innovador, con responsabilidad profesional,
compromiso social y ética.
o Estimar y evaluar recursos y reservas de hidrocarburos para
su certificacion utilizando software y datos.

El objetivo de la Guia es presentar problemas o situaciones significativas para el estu-
diante, con el fin de que movilice y articule saberes y recursos estudiados durante el
cuatrimestre en la asignatura. La premisa fundamental es la siguiente:

Solamente se determinara si alguien es competente una vez que
haya actuado.

La vision que compartimos en la catedra es que los saberes (en sus distintas facetas de
Ser, Hacer y Conocer) constituyen recursos o herramientas, los cuales tiene un valor re-
ducido si el futuro profesional, hoy estudiante, no logra articularlos y movilizarlos para
resolver situaciones complejas. Asi, se busca contribuir a que el estudiante ponga en prac-
tica una combinacion apropiada de recursos (conocimientos, saberes hacer, habilidades,
razonamientos, comportamientos, etc.) para iniciar su camino hacia un futuro profesional
competente.

La presente Guia constituye una instancia programada que necesariamente involucra la
integracion de recursos. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que por el lugar inicial que
ocupa la asignatura en el trayecto de las carreras, las situaciones de integracion planteadas
en la Guia son versiones simplificas de problemas ingenieriles que pueden presentarse en
el ambito profesional. Finalizamos recordamos la siguiente méaxima de la Ingenieria:

Ingenieria es Verbo.
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Situaciéon 1: Trabajo realizado por un gas

Figura 1: Piston de silla con gas en su interior

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelaciéon matematica
¢ Integral definida y aplicaciones
o Interpretacion de la integral definida

¢ Antiderivadas

Se tiene un gas encerrado en un piston maévil como se muestra en la Figura 2. Se considera
que la temperatura del gas permanece constante durante el proceso que se va a decribir
(proceso isotérmico).

VUL,
DR 7
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Figura 2: Gas expandiéndose en un piston.

Las moléculas del gas golpean la superficie movil del piston, ejerciendo una fuerza sobre
ésta. Como resultado de este fend6meno, se produce un cambio del volumen ocupado por el
gas en el interior del pistéon y el gas realiza un trabajo W. Si el volumen del gas cambia de

7
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un volumen inicial V; hasta un volumen final V, entonces el trabajo efectuado W puede
calcularse como:

Vy
W:/ P(V) dVv,
v

donde P es la presion ejercida por el gas en la cara interna movil del pistén. Recordar
que la presion se mide en pascales (Pa).
1. Calcule el trabajo realizado por el gas en expansién de 2m? a 5m? si este proceso
se define mediante la ecuacion PV? = 2] (siendo m?® metro ctibico y J joule).
2. a) Calcule el trabajo desarrollado por el gas en una expansion isotérmica donde
ahora el proceso se define como se muestra en la Figura 3.
b) Explique qué representa graficamente el nimero calculado en el item a).

¢) Sin realizar calculos, indique si el trabajo calculado en el item a) es mayor,
menor o igual que el trabajo que realizaria este gas al cambiar de un volumen
de 2m? a 8 m3. Explique su razonamiento.

450 - PV=constante

150 f----4-------3

>y

Figura 3: Expansion isotérmica del gas en el piston.

3. Los siguientes graficos muestran curvas que representan la relacion entre volumen
y presion para expansiones isotérmicas. Considere para los tres gréaficos los mismos
valores de V;, Vy, P;, Py. ;Cuél es la expansion que realiza mas trabajo? Explique su
razonamiento.
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Figura 4: Distintas expansiones de un gas a temperatura constante
Referencia

-Freeman, R. y Young, H. Fisica universitaria, 2009, Ed. Addison Wesley, 12da edicion.
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Situacion 2: Concentracion de desinfectantes

35 8

Figura 5: Elemento quimico Bromo

Bloques tematicos implicados en el problema

Modelacién matematica

Tasas de cambio

o

o

¢ Derivadas
o Cambio exponencial
o

Integrales definidas

El bromo (Br) y sus compuestos se usan como agentes desinfectantes en piscinas y en
depositos de agua potable. Los compuestos del bromo son mas seguros que los conformados
por cloro por la persistencia residual de estos tultimos.

En disoluciones acuosas, el bromo molecular (Bry) reacciona con el acido férmico. A
medida que progresa la reaccion, la concentracion de bromo (denotada por [Br|) disminuye
rapidamente y su color se desvanece. La medicion de la variacion de la concentracion del
bromo, desde un tiempo inicial ¢, hasta un tiempo final ¢;, permite determinar la rapidez
promedio de la reaccién durante ese intervalo:

[Bro]; — [Brajo
ty—ty

(1)

rapidez promedio de la reacciéon Bry-acido férmico = —

Utilizando un espectrofotémetro, se puede determinar la concentracién del bromo mole-
cular en funcién del tiempo. La concentracién se mide en cantidad de moles.?

2El mol es la unidad con que se mide la cantidad de sustancia y es una magnitud fisica fundamental
en el Sistema Internacional de Unidades. Dada cualquier sustancia y considerando un tipo de entidades
elementales que la componen (que pueden ser atomos, molécular, iones, etc.), un mol de sustancia equivale
a 6,022 x 1023 de esas entidades elementales. Este ntimero se conoce como el nimero de Avogadro.

10
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La siguiente tabla muestra algunas mediciones de la concentraciéon de bromo molecular
en una disolucién acuosa para distintos momentos:

| Tiempo t (s) | [Bry] (en moles) |

0 0,012
50 0,0101
100 0,00846
150 0,0071
200 0,00596
250 0,005
300 0,0042
350 0,00353
400 0,00296

Tabla 1: Valores de la concentracion [Brsy| para distintos momentos

Para responder las siguientes consignas utilice los datos suministrados en la Tabla 1.

1. Eligiendo escalas apropiadas, represente graficamente la concentracion [Bry] en fun-
cion del tiempo t¢.

2. Calcule la rapidez promedio (1) en los intervalos de tiempo [0,50], [100,200] y
[0,400].
3. En base a las respuestas anteriores, indique si la rapidez promedio de la reacciéon

entre Bry y acido férmico es constante para cualesquiera de los intervalos de tiempo
de la Tabla 1.

A continuacion va a determinar qué tipo de variaciéon o cambio presenta la concentracion
[Bra] como funcién del tiempo. Para ello debera responder algunas preguntas teniendo en
cuenta la relacion (1) y la informacion suministrada en la siguiente tabla:

Tiempo (s) | [Brg] (mol) | Rapidez instantanea de la reaccion (mol/s) | k = %(1 /s)
2
0 0,012 420 x 1077
20 0,0101 3,52 x 107°
100 0,00846 2,96 x 107°
150 0,0071 2,49 x 107°
200 0,00596 2,09 x 107°
250 0,005 1,75 x 1075
300 0,0042 1,48 x 107
350 0,00353 1,23 x 1077
400 0,00296 1,04 x 107

TABLA 2. Valores de rapidez instantédnea para la reaccién Bry-acido férmico.

11
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4. Calcule la constante k para cada intervalo de tiempo. A partir de estos valores de
k, iqué conclusion puede sacar acerca de la relacion entre la rapidez de la reaccion
y [Bra]?

5. En términos de derivadas, jqué expresion obtiene cuando hace:
tf — 1y

en el lado derecho de (1)?

6. De la informacion obtenida en los dos item anteriores, deduzca la relacion:

d|Br
- [dt2] = k[Br) 2)
El lado izquierdo de (2) (con el signo negativo incluido) se denomina rapidez de la

reaccion.

7. En base al inciso anterior, jla concentracion [Bry] presenta un cambio exponencial
con respecto al tiempo? Justifique su respuesta.

8. Divida ambos miembros de (2) por [Bry], e intégrelos con respecto al tiempo en el
intervalo [0, t] para obtener una expresion de [Brs] como funcion de t. Considere que
para t = 0, la concentracion del bromo molecular es un cierto valor inicial [Brs]o.

9. ;Qué sucede con la concentracion de bromo molecular a largo plazo?

10. En el anAlisis de reacciones quimicas, un criterio para identificar si una reaccién es
de primer orden (es decir, la rapidez de la reaccion es directamente proporcional a la
concentracion del reactivo) es representar el logaritmo natural de la concentracion
con respecto al tiempo. Observar que a partir de (2), sabemos que la reaccion bromo
molecular-acido férmico es una reaccién de primer orden. Utilice la expresiéon de
[Brs] obtenida en el inciso 8 para representar In[Brs] como funcion de ¢. ;Qué curva
obtiene? ;Cuél es la pendiente de la curva? En general, ;qué tipo de curva espera
obtener cuando represente el logaritmo de la concentracién con respecto al tiempo
en reacciones de primer orden?

Referencias
-Chang, R. y College, W. Quimica, 2002, Mc Graw Hill, 7a edicion.

12
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Situacion 3: Radiacion de antenas de telefonia celular

Figura 6: Antena de telefonia

Bloques tematicos implicados en el problema

o Modelacién matematica
o Derivada y regla de la cadena
o Optimizacion

¢ Extremos absolutos

Existe la creencia popular de que las antenas de telefonia celular son perjudiciales para la
salud de las personas que viven cerca de ellas. Mas alla del hecho de que no deberiamos
preocuparnos, pues su fabricacion esta normalizada y su instalaciéon sumamente regulada,
suelen darse las siguientes argumentaciones.
Muchas personas dicen que mientras mas cerca viven de una antena mas potencia reciben
de ella, pues la potencia recibida decae con el cuadrado de la distancia. Esto es cierto.
Por otro lado, algunos ingenieros dicen que el teléfono transmite con mas potencia si se
encuentra lejos de la antena que si se encuentra cerca (para economizar bateria). Ademas,
como la persona siempre estd mas cerca de su teléfono que de la antena, alejarse de la
antena podria llevarla a recibir mas potencia. Esto también es cierto.
Suponga que una unién vecinal, que se niega a dejar instalar una antena en el barrio, lo
contrata a usted para conciliar estos dos argumentos aparentemente contradictorios pero
verdaderamente ciertos. Le proporcionan los siguientes valores para los parametros del
problema:

¢ Cantidad de comunicaciones simultaneas de la antena: N = 100.

o Tasa de uso del teléfono: ¢, = 1/(24 - 60) (1 minuto por dia).

13
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<
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Tasa de uso de la antena: t,, = 16/24 (16 horas por dia).
Distancia entre la persona y el teléfono: d, = 0,10 m.
Alcance de la antena: dps = 10000 m.

Distancia minima entre la persona y la antena (altura de la torre): dp,, = 30 m.

Figura 7: Esquema de torre, antena y teléfono celular.

Ademas, usted ha recopilado la siguiente informacion:

<

<

La antena transmite siempre con la misma potencia (Pry,).

El teléfono transmite con una potencia variable (Pr;) tal que la antena recibe una
potencia (Ppg,) igual a la que recibiria el teléfono si este estuviese alejado de la
antena una distancia igual al alcance de la antena (dysy)-

La potencia recibida por la antena (Pg,) es inversamente proporcional al cuadrado
de distancia entre el teléfono y la antena (d), y directamente proporcional a la

potencia transmitida por el teléfono (Pr;); es decir, es proporcional al cociente %.

La potencia recibida por el teléfono (Pg;) es inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia entre el teléfono y la antena (d), y directamente proporcional a la
potencia transmitida por la antena (Pr,).

La potencia media recibida por la persona (P) es la suma de dos términos (P; y
P).

El término P; es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre el
teléfono y la antena (d), directamente proporcional a la potencia transmitida por la
antena (Pr,), directamente proporcional al nimero de comunicaciones simultaneas
de la antena (), y directamente proporcional a la tasa de uso de la antena (t,,).

14
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o El término P, es inversamente proporcional al cuadrado de distancia entre el teléfono
y la persona (d,), directamente proporcional a la potencia transmitida por el teléfono
(Pry), y directamente proporcional a la tasa de uso del teléfono (£,).

o Existe una distancia minima a la que una persona puede estar de la antena (dy),
la cual corresponde a la altura de la torre.

Utilizando la misma constante k para todas las relaciones de proporcionalidad menciona-
das anteriormente, aborde las siguientes consignas:

1. Construya la funcién potencia transmitida por el teléfono Pr; = g(d), donde d es la
distancia entre el teléfono y la antena.

2. Construya las funciones Py = Py(d) y P, = Py(d), y grafiquelas considerando que
su dominio es [dpm, dmax)-

3. Construya la funcion P = P(d) y grafiquela considerando que su dominio es [dyn, dmsx) -

4. Encuentre los extremos absolutos de P en el intervalo dado y explique qué significan
en el contexto del problema.

5. Compare P(dpnsx) ¥ P(dmm) con el minimo global de P.

6. ;Qué tiene para decirle a quienes lo contrataron? Tenga en cuenta que tiene que
explicar sus conclusiones a personas que pueden no saber Anélisis Matematico.

Referencias
-https://en.wikipedia.org/wiki/Cellular network.
-https://en.wikipedia.org/wiki/Mobile

15
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Situacién 4: Seleccién de un sensor para iniciar su com-
pra
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Figura 8: Sensores para medir desplazamientos

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacién matemaéatica
¢ Funciones trigonométricas

¢ Derivacion

Suponga que tiene que comprar un sensor de desplazamiento para medir la vibracion de
una maquina. Si elige un sensor con un rango muy pequeno, puede que la medicion se
sature (sobrepase el rango del sensor). Si, por el contrario, elige un sensor con rango muy
amplio, puede que la medicién sea tan pequena que el ruido la enmascare. Por lo tanto,
debe elegir el sensor con el rango mas pequeno posible que cubra el rango de la medicion
de desplazamiento.

Desafortunadamente, usted no cuenta con mediciones previas del desplazamiento, pues
aun no compran el sensor. Sin embargo, cuenta con una mediciéon de aceleracion (si dis-
ponen de un acelerémetro en la empresa), la cual se muestra en la Figura 9. Este patron
se repite indefinidamente.

16



N FACULTAD
( » DE INGENIERIA Analisis Matematico I

0.01 T T T T T T

—

0.005

aceleracion (m/s2
o

-0.005

-0.01 1 1 1 1 1 1 1 1 1

tiempo (s)

Figura 9: Registro de aceleraciones medidas.

Los sensores que puede comprar, y sus rangos correspondientes, son los que se encuentran
en la Figura 8. Note que los rangos de desplazamientos (expresados en milimetros) son:
[—500, 500], [—350,350], [—20,20], [-5,5], [-1,1], [-2,2], [-0,75,0,75] y [—0,05,0,05],
respectivamente. Para seleccionar el sensor, tenga en cuenta lo siguiente:
1. La medicién de la aceleracion ya tomada es aproximadamente sinusoidal de a tramos
y puede escribirse, en cada tramo, en la forma

a(t) = Apax sen(wt),

donde w = 2nf, f = 1/T, T es el periodo de la oscilacion y A es la amplitud
méxima de la aceleracién en el tramo considerado.

2. Debido a otras consideraciones, se sabe que la medicién de desplazamiento a tomar
también serd aproximadamente sinusoidal de a tramos y puede modelarse, en cada

tramo, como d(t) = — Dy sen(wt), donde Dy es el desplazamiento méximo del
tramo estudiado.

Referencia
-Thomas, G. Cdlculo, una variable, 2010. PEARSON, 12a edicion.

17



'\FACULTAD ) . .
» DE INGENIERIA Analisis Matematico I

Situacién 5: Flexion de una viga en voladizo

Figura 10: Viga en voladizo

Bloques tematicos implicados en el problema

Modelacion matematica

Derivada y regla de la cadena

o
o
¢ Diferenciales
o Integrales indefinidas
o

Polinomios de Taylor

En una obra en construccion se quiere armar un elevador de carga usando de apoyo una
viga horizontal empotrada en un solo extremo, tal como se muestra en la Figura 11 (a).
La fuerza (F') aplicada en el extremo libre provocara la flexion de la viga. Para cuantificar
esta deformacion, es necesario relacionar el desplazamiento (y) de la viga con el momento
flector (M) causado por F. En la Figura 11 (b) se muestra la flexién que sufre un punto
P que se encuentra a una distancia x del empotramiento de la viga. La cantidad ds es la
longitud del arco de viga asociado a los incrementos dz y dy.

El radio de curvatura (p) en P se define trazando rectas tangentes y normales en puntos de
la viga flexionada correspondientes a P y a un punto ubicado en x+dzx, tal como se muestra
en la Figura 12. Observar que las rectas normales se cortan en un punto C' (usualmente
llamado centro de curvatura en P). Para incrementos dx pequenios, la distancia entre C'y
cada punto del tramo de viga considerado es aproximadamente la misma. Esta distancia
constituye el radio de curvatura p en P (p(z)). Como df es el angulo entre las normales
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(a)

Figura 11: Flexion de la viga y punto P.

y estd medido en radianes, se tiene

p(z) = %. (3)

1. Use la formula (3) de p y aproxime ds con la hipotenusa del tridangulo rectéangulo
(linea punteada) para deducir la conocida formula del radio de curvatura:

a2 3/2
pla) = (1 <di_’;) ) (4)

dx?

Observe que la pendiente de la recta tangente a la curva en (z, y(z)) es la tangente del
angulo de inclinacion 6, por lo que 3/(x) = tan 6 y por lo tanto df = d(arctany/(x)).
En el procedimiento, debera ademés usar la definicién de diferencial.

2. Aproxime tan @ con el polinomio de Taylor de orden uno (centrado en cero). Luego,
teniendo en cuenta que y'(z) = tan 6 determine por qué puede considerarse que
1+ (%)2 ~ 1 si las deformaciones son pequenas. Finalmente, reescriba la ecuacién
(4) bajo esta suposicion.

3. Por la expresion de Euler-Bernoulli, se sabe que el radio de curvatura y el momento
flector estan relacionados por la ecuacion:

p(z) = (5)
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Figura 12: Flexion de la viga y punto P.

donde E es el modulo de Young del material y I el momento de inercia de la seccion
transversal de la viga. Obtenga una ecuacion para el desplazamiento y de la viga en
funcién de M cuando las deformaciones son pequenas. Trate a I y ' como constantes
pero recuerde que M es funcion de x.

Referencia

-Raffo, C. Introduccion a la estdtica y la resistencia de materiales, 2002, Ed. Alsina, 10a
edicion.
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Situacién 6: Flujo en un canal abierto

Figura 13: Construccién de un canal para riego

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacion matematica
¢ Derivada y regla de la cadena

¢ Valores extremos de funciones

Se quiere construir un canal de riego para viniedos de una importante bodega (Figura
14). Como el canal es abierto, se sabe que el flujo puede darse en tres regimenes: critico,
subcritico (lento y tranquilo) y supercritico (rapido y torrencial). El régimen critico es un
estado inestable poco recomendado para el disenio de estructuras hidriulicas. Es por tanto
necesario obtener una ecuacion caracteristica de este régimen que permita reconocerlo y
evitarlo. Posteriormente, es conveniente determinar las variables posibles de controlar con
el diseno del canal para que el régimen del flujo sea supercritico y el agua fluya rapida-
mente.

Si el canal funciona en régimen constante, la velocidad media del agua esta dada por el
cociente entre su caudal (Q)) y el area de la seccion transversal del canal (A):

o(y) = %, (6)

donde y es la distancia desde el fondo del canal a la superficie del agua. Un concepto clave
para la resolucion del problema es que en el régimen critico la energia especifica (E) es

minima (cantidad de energia por unidad de peso de liquido, medida a partir del fondo del
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canal) y se calcula como:

v*(y)
2 (7)

donde g es la aceleracion de la gravedad. Reemplazando (6) en (7) se tiene:

E(y) :y—'—QgEXQ—?(y)'

E(y) =y +

1. Teniendo esto en cuenta y considerando el caudal constante, obtenga la velocidad
del régimen critico.

2. Posteriormente, suponga que dA/dy es constante y determine qué variables puede
controlar para que el flujo sea supercritico, es decir, para que la velocidad del agua
sea superior a la del régimen critico.

3. Observe la Figura 14 y determine qué geometrias del canal son posibles bajo la
suposicion que dA/dy sea constante. Justifique su respuesta.

| /
% A7 |dy dA 7 dy \W dA7ZZzzz4  ldy dAZ dy

Figura 14: Secciones transversales de diferentes canales de riego

Referencias
-Silvestre, P. Fundamentos de hidrdaulica general, 1983, Ed. Limusa, 1ra edicion.

-Cadavid, J. Hidraulica de canales, fundamentos, 2006, Ed. Universidad EAFIT, 20 edi-
cion.
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Situaciéon 7: Emplazamiento de un parque edlico

Figura 15: Parque eo6lico

Bloques tematicos implicados en el problema
Modelaciéon matemaética
Funciones definidas por partes

o
o
¢ Integral definida
¢ Antiderivadas

o

Integrales impropias

Un ingeniero esté interesado en el estudio de la velocidad del viento en un lugar geografico
determinado donde se emplazara un parque edlico. Su variable de interés es:

X: velocidad del viento en km/h.

Observar que X puede tener distintas realizaciones o valores numeéricos. La variable X
es un ejemplo de variable aleatoria. Las variables aleatorias son funciones y pueden ser
discretas (cuando se pueden enumerar los valores que arroja la funciéon, como edades,
nimero de articulos defectuosos, etc.) o continuas (cuando la imagen de la funcion es un
intervalo de la recta real, como peso, densidad, etc.).

Lo primero que debe responder el ingeniero es si la variable X es discreta o continua.

Un concepto muy importante asociado a las variables aleatorias continuas es el de funcion
densidad f. Esta funcién proporciona un medio para determinar la probabilidad P de que
los valores x de la variable bajo estudio se encuentren en un intervalo seleccionado. Esta
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probabilidad es el area encerrada entre la curva de la densidad y el eje x. Asi:

Pla< X <b) = /bf(x)dx

Para que una funcion f sea una densidad debe cumplir:

o f(z) > 0 para todo valor x € R, y

o fj;o f(x)dr = 1.

Para determinar la funcion densidad que se ajusta mejor a la velocidad del viento, el
ingeniero ha utilizado los datos de un ano completo, proporcionados por la estacién me-
teorologica mas cercana, obteniendo asi las frecuencias para cada valor de velocidad del
viento registrado. Este procedimiento ha dado por resultado una representacién decre-
ciente a medida que la velocidad del viento es mayor. Basado en métodos estadisticos, el
ingeniero descubre que los datos pueden modelarse mediante la distribucién exponencial.
La ecuacion matemética de su funcion densidad es:

f(x):{ ke_%, six>0,8>0 (8)

0, en cualquier otro caso,

donde k > 0. Al parametro  se lo conoce como la media de la variable. En la siguiente
figura puede observar distintas graficas de (8) para diferentes valores de 3.

Exponencial
05_1 T T T T T L. Nedia
r 1] — 2
04 F 4 — ¢4
- ] 6
L i — =8
a L -
5 03t 1 — 1
g E
E 02r .
01f 5
: \_"‘—\—\_
0y I 1 I I 1]
0 10 2 0 40 50 80

Figura 16: Distribucion exponencial para distintos valores de su media f.

Usualmente se introduce el parametro A = 1/ y entonces la funcién (8) puede escribirse
como:

(9)

ke™™*  sixz>0,\A>0
)= { —

0, en cualquier otro caso.
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1. Encuentre la relaciéon entre k y A\ para que f sea una funciéon densidad. Reescriba
la funcién f utilizando la relacién encontrada.

2. Estime el valor del pardmetro A si los registros indican que la probabilidad de que
la velocidad del viento no supere los 70 km/h en la region es 0,90. En base al inciso
anterior y al valor de A\ encontrado, ;/qué expresion obtiene para f en (9)?

3. Utilizando la informacién del inciso 1, determine la funciéon F' de distribucion acu-
mulada de la velocidad del viento:

F(z) = / " .

Observe que la funciéon distribuciéon acumulada F' es la integral de f entre el minimo
valor de la variable X (en este caso cero) y cualquier valor z de ella. La funcion F'
se interpreta como la probabilidad de observar valores de la variable hasta uno en
particular, en este caso, hasta x. En simbolos:

P(X <zx)=F(x).

Como resultado se obtiene una funcién F que permite calcular probabilidades sin
necesidad de volver a realizar la integraciéon de f en cada ocasion.

4. Represente graficamente la funcion densidad (9) y la funcién de distribucion acu-
mulada encontradas en los incisos 1 y 3.

5. Teniendo en cuenta que el valor esperado o media de X se define como:

B0 = [ afwys

o0

encuentre la velocidad media anual del viento en la region. A continuacién, verifique
la relacion A = 1/ explicitada anteriormente.

6. Los generadores de energia estan disenados para operar con velocidades del viento
iniciales de 14,4 km/h y llegan a la méaxima produccion a los 50,4 km/h. Si la
operacion se vuelve rentable entre los 15 y 70 km/h, ;cuél es la probabilidad de que
los generadores sean rentables?

Referencia

-Canavos, G. Probabilidad y estadistica: aplicaciones y métodos, 1988, Ed. McGRAW-
HILL, 1ra edicién.
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Situaciéon 8: Mediciéon de la velocidad de una pelota de
tenis en el saque

Figura 17: Equipo de medicion de velocidad

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacién matematica
o Tasa de cambio promedio

o Optimizacion

Suponga que lo contratan para configurar un equipo de medicién de velocidad basado
en imagenes. La configuracién consiste simplemente en setear el valor de un pardmetro
llamado h.

El equipo toma una imagen de la pelota de tenis un tiempo antes de que se despegue de
la raqueta (t = ¢ty + h, con h < 0), una imagen justo en el momento en que se despega
(t = tg) y otra mas un tiempo después de que se despega (t = to + h, con h > 0). Ver
Figura 20.

t=1y +h
h<0 h>0

t=t0 +h

Figura 18: Imégenes de antes, durante y después de que la pelota se despega de la raqueta.

A partir de estas imagenes el equipo obtiene el desplazamiento d(t) de la pelota con una
resolucion que se obtiene dividiendo el espacio horizontal cubierto por la camara (1 m)
por la cantidad de pixeles con los cuales lo cubre (1000 pixeles).
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La raqueta modifica la velocidad de la pelota de 0 m/s a 60 m/s (aproximadamente) en
0,005 s. En el tiempo ¢, (momento en que la pelota se despega de la pelota), la velocidad
de la pelota es de 60 m/s. A patir de este momento, la velocidad disminuye en 1 s de
60 m/s a un 90 % de esa velocidad.

Podemos suponer que la aceleracion (que le produce la raqueta a la pelota) y la desace-
leracion (que le produce el aire) son aproximadamente constantes.

El manual del dispositivo especifica que éste aproxima la velocidad con la siguiente for-
mula:

d(to + h) — d(to)

U(to) ~

h Y
y que dicha aproximacion tiene un error cuya cota superior es:
[d"(c)n] |7
e(h) = == + ||; (10)

donde d”(t) es la aceleracion en funcion del tiempo, ¢ es algiin nimero perteneciente al
intervalo [tg,to + h] (0 [to + h,to] si h < 0) y r es la resolucion espacial (¢, to, h y ¢ se
miden en s; v(t) y e(h) en m/s; y d(t) y r en m).

Para configurar el equipo usted tiene que tomar dos decisiones:

1. ;Deberia usar h < 0, es decir medir la velocidad justo antes de que la pelota se
despegue de la raqueta; o usar h > 0, es decir medir la velocidad justo después de
que la pelota se despegd de la raqueta?

2. Para el caso elegido, ;cudal conviene que sea el valor de h?
Referencias
-Burden, R. y Faires, J. Numerical Analysis, 2011, Brooks/Cole, 9a edicion.
-https://www.marca.com/2015/07 /01 /tenis /1435714847 . html.
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Situacion 9: Seleccion del mejor pozo para extracciéon de
hidrocarburos.

Figura 19: Equipo de bombeo de petroleo

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacion matematica
¢ Sumas de Riemann

¢ Integral definida y aplicaciones

Una importante empresa petrolera esta interesada en incorporar la explotacion de un
nuevo yacimiento. No obstante, tiene un presupuesto limitado y tres pozos candidatos
(A, By C) de una misma unidad estratigrafica. Es por tanto necesario determinar cual
tendria mejor produccion, para esto es necesario establecer con qué capacidad puede fluir
el hidrocarburo en cada pozo. Un método para determinar la distribucion de la capacidad
de flujo es el coeficiente de Lorenz el cual requiere el calculo del area bajo la curva de la
fraccion de capacidad de flujo total (fr) versus la fraccion de volumen total (fy), donde
fr esta dado por el producto de la permeabilidad del suelo y la profundidad del pozo, y
fv por el producto de la porosidad del suelo y la profundidad del pozo. Cuanto menor
sea el coeficiente de Lorenz, menor seré la heterogeneidad del pozo y mayor es el interés
por explotar dicho pozo.

En la Tabla 3 se muestran los resultados correspondientes al pozo A.

1. Usando los datos suministrados, grafique la distribuciéon de fz versus fy .
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2. Utilice la informaciéon dada para tomar particiones que den origen a n subinterva-
los, elija como puntos muestra los extremos derechos de cada subintervalo. Luego
obtenga la suma de Riemann correspondiente.

3. El coeficiente de Lorenz (C'L) se define de la siguiente forma:

B Area entre la curva fp versus fy y la recta identidad

CL =

Area bajo la recta identidad

Calcule el coeficiente de Lorenz aproximando el area de la curva fp versus fy con la
suma de Riemann obtenida en el punto 2. Tenga en cuenta que las variables estéan
definidas sobre el intervalo [0,1].

fv fr fv IF
0.0114 | 0.0309 0.4887 | 0.8827

0.0229 | 0.0645 0.5186 | 0.8982
0.0343 | 0.1032 0.5394 | 0.9112
0.0481 | 0.1367 0.5601 | 0.9215
0.0572 | 0.1625 0.5831 | 0.9293
0.0687 | 0.1961 0.5969 | 0.9345
0.0778 | 0.2270 0.6153 | 0.9423
0.0915 | 0.2657 0.6453 | 0.9553
0.1099 | 0.3121 0.6637 | 0.9579
0.1282 | 0.3456 0.6959 | 0.9657
0.1443 | 0.3921 0.7143 | 0.9735
0.1603 | 0.4359 0.7351 | 0.9761
0.1832 | 0.4747 0.7627 | 0.9813
0.2085 | 0.5289 0.7811 | 0.9891
0.2222 | 0.5727 0.7996 | 0.9892
0.2428 | 0.6011 0.8249 | 0.9944
0.2727 | 0.6450 0.8456 | 0.9944
0.2933 | 0.6889 0.8756 | 0.9945
0.3232 | 0.7302 0.9078 | 0.9956
0.3462 | 0.7560 0.9263 | 0.9972
0.3715 | 0.7767 0.9470 | 0.9989
0.3968 | 0.8026 0.9608 | 0.9998
0.4198 | 0.8207 0.9746 | 0.9999
0.4497 | 0.8465 0.9885 | 0.9999
0.4704 | 0.8620 0.9954 | 0.9999

TABLA 3. Fraccién de capacidad de flujo total versus fracciéon de volumen total
para el pozo A

4. Finalmente, sabiendo que los coeficientes de Lorenz de los pozos B y C son 0.8886
y 0.7540, respectivamente, ;qué pozo recomendarfa Ud. explotar?

Referencia
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-Martinez C. y Manuel O. Elaboracion de un algoritmo para generar mapas de heteroge-
neidad a partir de datos petrofisicos de un yacimiento, 2003, Trabajo Especial de grado
para optar al titulo de Ingeniero Geofisico. Universidad Central de Venezuela. Venezuela.
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Situacién 10: Formulas para estimar la inflacién

Figura 20: Imagen ilustrativa de la inflacion

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacién matemaéatica

¢ Linealizacién y aproximacion

Para preparar presupuestos, un ingeniero estadounidense solia estimar la inflacién anual
i, (medida en porcentaje (%) de incremento de precios por afo) utilizando la siguiente
formula:

lg = 120,,, (11)
donde i,, es la inflacion mensual (también medida en porcentaje de incremento de precios
por mes). Asi, por ejemplo, si la inflacién mensual es del 0.1 %, la inflacion anual resulta
ser, estimativamente, del 1.2 %.

Cuando este ingeniero comienza a trabajar en una empresa de un pais donde la inflacién
mensual es superior al 1%, su formula presenta mucho error. Sus companeros le indican
que ellos usan la siguiente féormula:

io = 100 [(%+1>12—1]. (12)

En base a mediciones econémicas en diversos paises, se concluye que la expresion (12)
estima satisfactoriamente la inflacién anual.

1. Explique por qué la férmula (11) también podria ser utilizada en paises con inflacion
mensual i, < 1 %, pero no es recomendable en lugares con inflacion mensual
elevada.

2. Para i, = 2 %: (la formula (11) comete un error por defecto o por exceso? ;Esto
es asi para cualquier valor de i,,? ;Por qué?
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Referencias
-http://financeformulas.net/Rate of inflation.html
-https://en.wikipedia.org/wiki/Fisher equation
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Situaciéon 11: Accidente en el ensayo de la Fiesta de la
Vendimia 2017

Figura 21: Fotografia del ensayo de la Fiesta de la Vendimia 2017.

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacién matemaéatica
¢ Funciones y limites
¢ Asintotas

¢ Linealizacion y aproximacion

Suponga que, siendo ingeniero, usted es contratado como perito en el accidente ocurrido
el 2 de marzo de 2017 en el Teatro Griego Frank Romero Day, cuando una grua colapso
sobre las gradas y la carga que sostenia cayd sobre el escenario.

En el ensayo de la Fiesta de la Vendimia de 2017, como en anos anteriores, se sostenia un
peso P mediante dos grias con sendos cables como se muestra en la Figura 21.

Suponga que la altura de las grias es H y que estan separadas por una distancia D.
Ademas, asuma que las gruas y los cables son iguales y que la disposiciéon es simétrica
(Figura 22).
1. Determine una expresion de la magnitud f de la fuerza f ejercida por cada grua (en
la direccion de su respectivo cable) en términos de:
a) el angulo = que forma cada cable con la horizontal (es decir, f = g(z)),
b) la altura h del peso (es decir, f = k(h)).

2. Encuentre los dominios de las funciones g y k. En el contexto del problema estudiado,
jcudles son realmente los dominios a considerar de estas funciones?
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Figura 22: Esquema simplificado de fuerzas.

3. Grafique las funciones encontradas, y a partir de esto, emita un juicio criterioso
sobre el riesgo de colapso de las gruas.

4. A partir de la funcion f = k(h) y la definicién de limite infinito, explique que no
importa la capacidad F' del tipo de gria utilizada, siempre puede hallar una altura
h que haga que vuelque. Si bien no utilizara la siguiente informacién, se menciona
que la capacidad F viene dada por el peso propio de la gria, patas, ruedas, anclajes,
el largo del brazo y la proyecciéon ortogonal de la fuerza f sobre el brazo.

5. Suponga que un colega le propone linealizar f = k(h), para que se pueda seguir
utilizando el mismo montaje en proximos eventos, y el operario de la gria disponga
de una férmula simple para estimar si es seguro llegar hasta cierta altura. ;Se comete
un error por exceso o por defecto? jEsto es asi para cualquier valor de h? Diga si le
parece o no una buena idea usar la linealizacion.

Referencia

-Freeman, R. y Young, H. Fisica universitaria, 2009, Ed. Addison Wesley, 12da edicion.
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Situacién 12: Orden de complejidad de un algoritmo

a.length;c+) {
& b. push(a c]); .

{ %
function (()j 7,20, 4

\_&Ser‘ 10 jg‘_%?: )/g’ ;‘Jt"-!-.”
e / ;C [
1, C.c. ")

Figura 23: Coédigo de un algoritmo

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacion matematica
& Sucesiones

¢ Notacion O

Un algoritmo es un método que se implementa en un dispositivo para resolver determina-
dos problemas. Una vez que se dispone de un algoritmo, se definen criterios para medir
su rendimiento. Estos criterios se centran en la simplicidad y en el uso eficiente de los
recursos. Respecto al uso eficiente de los recursos, éste suele medirse en funcion de dos
parametros: la memoria que utiliza el algoritmo y lo que tarda en ejecutarse. Ambos re-
presentan los costos que supone encontrar la solucién al problema mediante un algoritmo.
Dichos parametros van a servir ademés para comparar algoritmos entre si, permitiendo
determinar el méas adecuado.

El tiempo de ejecucion (T') de un algoritmo va a depender del ntimero de operaciones
elementales que realiza (operaciones aritméticas bésicas, asignaciones a variables, compa-
raciones logicas, etc) para un tamano de entrada dado (n). El tamano de entrada es el
namero de componentes sobre los que se va a ejecutar el algoritmo (por ejemplo, ntimero
de componentes de un vector, tamano de matrices, etc.). Una vez que se tiene T', se puede
utilizar la siguiente clase de funciones para comparar la eficiencia de algoritmos: dada
f:N —[0,00), el conjunto de funciones de orden O (Omicron) de f es:

O(f) ={9: N —=[0,00) : existen ¢ >0y ng € N tales que g(n) < c¢f(n) para todo n > ng}.

En lenguaje de algoritmos y estructura de datos, la notacion O(f) se llama orden de
complejidad de f.
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1. Considere el siguiente grafico:

-~ . z(n]:

R* h{"):' . C'f(n)." :.I

v

a) Indique en la figura un ng € N tal que g(n) < ¢f(n) para todo n > ng.
b) ;Las funciones h y z pertenecen a O(f)? Justifique.

2. Pruebe las siguientes propiedades de O:

a) Si f € O(g), entonces O(f) C O(g).
b) Si f€0(g)yge O(h), entonces f € O(h).

La siguiente ecuacién recurrente representa un caso tipico del tiempo de ejecucion
de un algoritmo recursivo:

ank,
T(n) = { T(n —2) + 2n*,

donde £ es un namero natural fijoy n=1,2, ...

sil<n<?2
sin > 2

. Por qué se dice que T representa un algoritmo recursivo?

. Pruebe que T'(n) = O(n*™!). Para ello, encuentre una expresion de T'(n) aplicando el
siguiente procedimiento (su expresion de T'(n) va a quedar en términos de constantes
C; y D; que no es necesario determinar para resolver el problema):

En general, si:
agT'(n) +a1T(n— 1) +aT(n—2) =0"P(n),

donde P(n) es un polinomio de grado d, entonces primero se encuentran las solu-
ciones r1 y ro de la ecuacion:

aor® + a1z + ag = 0.
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Sty y ro son reales, distintas y ademds r1 # b y ro # b, entonces:
T(n) = Cyry 4 Cory + Dob" + Dinb™ + - - - + Dndb.

Si 1y o son reales y distintas pero alguna de las dos raices (por ejemplo o) es
tqual a b, entonces:

T(n) = C17"? + Dob" —+ Dlnb" 4+ .4 andbn + Dd+1nd+1bn.

Las constantes C; y D; se determinan en base a los primeros valores de T'(n).
Finalmente, tenga en cuenta la definicion del conjunto O para probar que T'(n) =
O(nk+1).

5. Utilizando el procedimiento del ejercicio anterior, compruebe que el algoritmo:

T(n) 2nk, sil<n<2
= iT(n—2)+2nk,  sin>2

satisface T'(n) = O(n*).
Referencia

-Cormen, T., Leiserson, C., Rivest, R. y Stein, C. Introduction to algorithms, 2009. MIT
Press, 3ra edicion.
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Situacién 13: Inspecciéon en linea de ensamble

FI1GURA 24. Linea de ensamble

Bloques tematicos implicados en el problema

© Modelacién matematica
© Sucesiones, series numéricas y criterios de convergencia

¢ Series de Taylor

Como ingeniero que aplica control estadistico de calidad a una operaciéon industrial, usted
inspecciona articulos que toma al azar de la linea de ensamble y los clasifica como ’defec-
tuoso’ o 'no defectuoso’. Si la probabilidad de que un articulo sea no defectuoso es p y de
que sea defectuoso es ¢ = 1 — p, la probabilidad de que el primer articulo defectuoso sea
encontrado en el n-ésimo articulo inspeccionado es p"~'q. Ademaés, el ntimero promedio
de articulos inspeccionados hasta (e incluyendo) el primero defectuoso es

oo
Z np™1q.
n=1

Suponga 0 < p < 1.
1. Demuestre que la serie 220:1 np"tq converge.

2. Utilice el desarrollo en serie de Taylor centrado en 0 de la funcion:

F(£) = 1/(1 -2y

para calcular el valor de Y > np"'q.

3. Si en una linea de ensamble se obtienen, en promedio, 100 articulos no defectuosos
hasta obtener el primero defectuoso (no incluido en los 100), jcudl es la probabilidad
de que un articulo sea defectuoso?
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4. Si se sabe que la probabilidad de encontrar un articulo defectuoso estd compren-

dida en el intervalo [0,2;0,4], jcuél es el namero promedio maximo de articulos
inspeccionados hasta (e incluyendo) el primero defectuoso?

Referencia

-Thomas, G. Cdlculo, una variable, 2010. PEARSON, 12a edicion.
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Situacién 14: Integracién numérica

P .|

FIGURA 25. Represa

Bloques tematicos implicados en el problema

© Modelacion Matematica
¢ Continuidad

¢ Integral definida

o Ordenes de magnitud

¢ Longitud de curva

En ocasiones se presentan en las aplicaciones integrales de funciones que no poseen antide-
rivada con una expresion sencilla. En tales casos es ttil resolver la integral numéricamente.
El Método de Trapecios Simple (Figura 26), que vera con detalle en la asignatura
Calculo Numérico y Computacion, propone aproximar la integral de f sobre el intervalo
[0, x1] de longitud h = x; — x¢ de la siguiente manera:

1= [ re)de = S0 + ) + (-5

S0,

donde se aproxima el valor exacto de la integral I por el valor aproximado Ir:

h

I~ Ip:= E(f(ﬂfo) + f(1)),

y el error que se comete es Error = (—:5)h®f”(6), donde 6 es cierto valor que cumple
0 € (.1'0, Il).
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f(xo) [ /-

(31} |--------- - - 2 \

Xo X1 X

FI1GURA 26. Regla de Trapecios Simple

a) Interprete geométricamente el valor Iy = 2(f(z) + f(21)).

b) Dé dos ejemplos de integrales definidas: uno en el que I aproxime a I por exceso y
otro, donde la aproximacion sea por defecto. Analice en cada uno de ellos el signo
del término de error de la formula, (—55)h3f”(6).

c¢) ;Para qué tipo de funciones se puede asegurar que el error al aproximar I por Ir
sera nulo?

Método de Trapecios Compuesto

Para resolver

[ / () da (13)

numéricamente, el método de trapecios compuesto propone subdividir el intervalo de
integracion en n subintervalos [zg,xo + hl, [zo + h, 2o + 2h],...,[zo + (n — 1)k, To + nh]?,
donde

xo + nh =z, (14)

3La longitud de estos intervalos no necesita ser la misma, pero lo planteamos asi por simplicidad.
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X
xg Xxo+hxy+2h xg +nh = x4

FIGURA 27. Regla de Trapecios Compuesta

y aproximar el valor de la integral (13) por la suma de las areas de los trapecios rectangulos
cuyas bases (ubicadas verticalmente) tienen longitudes f(zo), f(zo+h),....f(xo+(n—1)h)
y f(zo + nh), y sus alturas (ubicadas horizontalmente) tienen todas ellas longitudes h
(Figura 27).

Asi, se aproxima el valor de I en (13) por el de Ir¢ dado por

f(xo) + f(zo+ h) f(zo+h) + f(xo + 2h)

Irc = 5 h + 5 h+--- (15)
+f(xo+(”—2)h)‘;f($0+(n_1)h)h+f(x0+(”—1)];)+f($o+nh)h (16)

d) A partir de la expresion (15), utilizando la notacion sigma, halle una férmula para
hallar el valor Irc.

Debe notarse que no se atraviesa ningtin proceso de limite, sino que sélo se hace el calculo
aproximado. Al hacer esta aproximacion, se comete un error, que se puede medir.

Igual que en el caso de la regla de trapecios simple, se puede probar que el error admite
una expresion en términos de un punto £ interior al intervalo (xg, z1) y del paso h elegido.
Para hallar esta expresion, realice los siguientes pasos:

e) Sume los n errores provenientes de aplicar la regla de Trapecios Simple n veces,
una vez en cada intervalo [zg + (i — 1)h,zo + th], i = 1,2, ...,n. Observe que cada
uno de estos errores contiene en su expresion un valor 6; € (xo + (i — 1)h, z + ih),
1=1,2,..,n.

f) Justifique, indicando las condiciones que debe cumplir " que
1 " 1! "
" (f"(0r) + f7(02) + -+ f"(0n))
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g)

es un valor que cumple

min f*(z) < = (f"(01) + ["(02) +--- ["(6n)) < méx f(x).

1
[mo,x1] n [370711}

Justifique, indicando las condiciones que debe cumplir f”, que existe un valor £ entre
xo v 1 tal que

F€) = = (F(00) + F"(83) + -+ £(6,)) a7)

En la expresion que Ud. ha obtenido para el error en (c¢), haga sustituciones a partir
de (17) y de (14), de manera de eliminar el factor < en el error y asi obtener una

expresion que permita hallar el orden del error.
/Qué condiciones deben cumplirse para que este error sea un O(h?)?

Finalmente, sin calcular el valor exacto de I, halle un valor h tal que el error al
aplicar la formula que usted desarroll6 en el item (d), para calcular la integral de la
funcion f(z) =3 — 2% entre z = 0 y x = 1, no supere el 0.01 %, es decir, para que

‘I—[Tc < 10

Irc

Aplicaciéon: longitud del borde de una represa

El borde de una represa (ver Figura 25) es el arco de la elipse de ecuacion
72 2
- _|_ y =,
4002~ 1002

para el cual —100 < x < 100, donde x e y se miden en metros. Se debe comprar
materiales (en metros), en funcion de la longitud del arco. Haga una recomendacion
de cuéntos metros de material se debe comprar en este caso, usando para ello un
paso h = 25m, y graficos de la funcién que debe integrar junto con los trapecios
correspondientes al método (puede trabajar, por ejemplo, con Wolfram Alpha).
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Situacién 15: Cuando un martillo y una pluma viajaron
a la Luna

FI1GURA 28. Ilustracion del comandante David Scott soltando una pluma y un martillo
en la superficie lunar.

Bloques tematicos implicados en el problema

o Modelacién Matematica
o Integrales indefinidas

¢ Derivadas

o Problemas de valor inicial
¢ Célculo de asintotas

¢ Analisis y grafica de funciones

En 1971, el comandante David Scott, durante la misiéon Apolo 15 en la superficie lunar,
grabd un experimento en el que dejé caer, de una misma altura, un martillo de 1,32
kilogramos y una pluma de halcon de 30 gramos. Como era de esperarse, ambos objetos
cayeron al suelo simultanemanete.
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La experiencia fue en homenaje a Galileo Galilei quien, tres siglos antes, habia postulado
que, en ausencia de la resistencia del aire, los objetos caen al mismo tiempo, independien-
temente de su peso. Este postulado, no fue aceptado facilmente en su época, entre otras
cosas, por la dificultad de crear condiciones de vacio.
En el informe de la misién, Scott explicd, en tono de humor, que haber observado la
comprobacién era algo “tranquilizador” dado que el viaje de regreso estaba basado en la
validez de esta teoria.
Con las herramientas de Analisis Matematico I y las Leyes de Newton, es posible verificar
este postulado de Galileo Galilei, sin necesidad de viajes espaciales.
En primer lugar, suponga que un objeto de masa m con velocidad inicial vy se deja caer
bajo la influencia de la gravedad en la superficie terrestre. En este caso, hay dos fuerzas
que actian de forma opuesta sobre el objeto:
o la fuerza gravitatoria, dada por la expresion F; = mg, donde g es la aceleracion
debida a la gravedad;
o la fuerza causada por la resistencia del aire que es proporcional a la velocidad v del
objeto y esta dada por F» = —bv(t), donde b es una constante positiva.

Por lo tanto, la fuerza neta sobre el objeto es:

Fy + F, =mg — bu(t) (18)

Teniendo en cuenta la segunda Ley de Newton (ZZ F;, = m%), se tiene que:

md—: =mg — bv (19)

y la solucion de esta ecuacion diferencial (que aprendera a resolver en Analisis Matematico
II) es:

oty =9 4 (vo - %) eb/m (20)

que describe la velocidad del objeto en funcion del tiempo.
1. Verifique que la funcion (20) es efectivamente la solucion de la Ec. (19) y determine
la condicioén inicial.
2. Usando la informacion dada, obtenga ecuaciones para la posicion z(t) y la acelera-
cion a(t) del objeto en funcién del tiempo.
3. Determine analiticamente las asintotas de v(t).
4. Grafique v(t) y a(t) en funcion del tiempo.

5. Con los calculos hechos, jpuede saber cual es la velocidad terminal (cuando ¢ tiende
a infinito) del objeto?, ;coémo influye en ella la velocidad inicial?

6. Finalmente, determine si en presencia de friccion, los objetos mas pesados caen o
no mas rapido que los livianos. Justifique la respuesta cuando t tiende a infinito y
luego, usando herramientas de Analisis, generalicela para todo tiempo t.
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Suponga ahora que el objeto de masa m se deja caer en la superfice lunar donde no hay
resistencia del aire.

1. Reescriba la Ec. (19) para este caso y obtenga una expresion para la velocidad.
2. Grafique v(t) y a(t) en funcion del tiempo.

3. Determine si en ausencia de friccion los objetos realmente caen con la misma velo-
cidad, independientemente de su masa.

46



N\ FACULTAD
¢ DE INGENIERIA Analisis Matematico I

Situacion 16: Eficiencia de un motor

F1GURA 29. Representaciéon de un motor.

Bloques tematicos implicados en el problema
Modelaciéon Matematica

Integrales definidas y Teorema Fundamental del Calculo

o
o
o Método de sustitucion
¢ Limites

o

Valores extremos de funciones

Un motor de combustion interna se usa para generar electicidad de emergencia de un
hospital que sufre frecuentes cortes de energia. Sin embargo, se desconoce la eficiencia del
motor. Una forma de estimarla, es modelar el ciclo del motor a través de un ciclo de Otto
como el que se muestra en la Fig. 30.

Bujia
Valvula de Valvula de

Admision Expulsion -
L N g = yng%
& ————
4 0O R
Pistén—i— O |
Admision Compresion Combusticn Expulsién

y Expansién
F1curA 30. Tlustracion del ciclo de cuatro tiempos de un motor de Otto.
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Adiabatico

caliente

Presion

Adiabatico frio

Y

Volumen

FIGURA 31. Diagrama presion (P)- volumen (V) con las distintas etapas del ciclo de

Otto.

El ciclo de Otto consta de cuatro etapas:

<

Etapa de admision: La valvula de admision se abre conforme el piston se mueve
hacia abajo, introduciendo una mezcla de combustible y aire en el cilindro. En el
diagrama presion (P)-volumen (V') de la Fig. 31, es el tramo e — d que se supone
que tiene lugar a presioén constante.

Etapa de compresion: La valvula de admsiéon se cierra y la mezcla se comprime
conforme el piston se mueve hacia arriba. Es el tramo d — a en la Fig. 31. La com-
presion ocurre tan rapidamente que no hay tiempo para que haya transferencia de
calor entre el cilindro y el medio por lo que es un proceso adiabatico (sin intercambio
de calor).

Etapa de combustiéon y expansion: Cuando el piston ha alcanzado el punto mas alto,
la mezcla aire-combustible se inflama mediante una bujia y el rapido calentamiento
que resulta del proceso de combustion hace que aumente la presion y el gas se
expanda, empujando el piston hacia abajo. La inflamaciéon de la mezcla tiene lugar
en a y el rapido aumento de presién ocurre practicamente a volumen constante
(tramo a — b). El pistonazo se modela como una expansion adiabatica b — c.

Etapa de expulsion: Los productos de la combustién son forzados a salir del cilindo
por un movimiento hacia arriba del piston conforme se abre la valvula de expulsion.
Esta etapa ocurre en dos fases, cuando el piston estd en su punto més bajo el
volumen permanece constante y es el tramo ¢ — d. Cuando el pistéon empuja el gas
remanente hacia arriba se sigue la linea d — e y el ciclo se cierra para comenzar de
nuevo.
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La eficiencia (e) del ciclo se define como “lo que se obtiene"dividido “lo que cuesta obte-
nerlo”. En este caso, lo que se obtiene es el trabajo neto atil (W) y lo que cuesta obtenerlo
es el calor que se introduce por la combustion (Qcariente), €s decir:

_ 1w
€ =
|Qcalient6 ‘

Por lo tanto, para evaluar la eficiencia del motor, es necesario obtener expresiones para el
trabajo neto del ciclo y el calor suministrado.

(21)

1. Calcule el trabajo neto del ciclo teniendo en cuenta que si el volumen méas pequeno
es V; y el mas grande es Vj, el trabajo de expansion se estima como:

W= — /Vj P(V)dV (22)

Vi

Por el contrario, si el trabajo es compresivo se estima como:
Vi
W = / P(V)av (23)
Vi

.Se realiza trabajo en todas las etapas del ciclo? Interprete geométricamente el
trabajo neto en el ciclo de la Fig. 31.

2. Aplicando el Teorema fundamental del Célculo, determine la derivada del trabajo
con respecto a la temperatura (V(T)):

W(V(T)) = / i P(V*)dV* (24)

Vi

Luego, reescriba el trabajo neto obtenido en términos de T'. Para ello tenga en cuenta
que en los tramos adiabaticos (donde Q=0) se cumple que dW/dT = Cy(T'), donde
CYy es el calor especifico.

3. Por otro lado, se sabe que el calor que se introduce por la combustion esta dado por
las temperaturas en los puntos a y b del ciclo por la forma:

Ty
Qcaliente = / CV (T)dT (25)

Usando esta expresion y el trabajo neto obtenido, de una ecuacién para la eficiencia
del motor en términos de 1"y resuelva la integral suponiendo a C'y constante.

4. De relaciones termodinamicas se puede probar que las temperaturas y volimenes
de los segmentos adiabéticos estan relacionados de la siguiente manera:

LV =1y (26)
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donde v es una constante. Usando esta igualdad, pruebe que el rendimiento del
motor puede escribirse como:

—1-4 2
e=1- 7 (27)

Posteriormente, analice e interprete las situaciones en que T, — ooy T, — 0.

5. La temperatura de la mezcla al inicio del golpe de compresion es T; = 300K, jcual

es la eficiencia maxima que puede tener el motor del hospital si T, toma valores
entre 400K y 600K7
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Situaciéon 17: Ajuste iterativo de un equipo de fabrica-
cién aditiva

FIGURA 32. Esquema de funcionamiento de una impresora 3D.

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacién Matemaéatica
& Sucesiones
¢ Series numéricas

¢ Analisis de funciones

Tres técnicos estan poniendo a punto una nueva impresora 3D. Entre los pardmetros
que deben configurarse, se encuentra uno llamado compensacién de flujo c¢. Este es un
multiplicador que permite que el extrusor de la impresora aplique més volumen de material
del que tedricamente deberia (si ¢ > 1) o menos (si ¢ < 1). Idealmente, para que el volumen
extruido V sea igual al objetivo buscado V*, deberia ajustarse ¢ = 1.

Sin embargo, en la préactica existen incertidumbres, como el didmetro del filamento y
resbalamiento en las ruedas del extrusor, que hacen que el valor de ¢ necesario para que
V' = V* sea algtin namero en el intervalo [0,5; 1,5]. Por ejemplo, si las ruedas no resbalan,
y el didmetro del filamento es mayor a lo esperado, el extrusor aportara material de maés,
lo cual puede compensarse fijando un valor para ¢ un poco menor a 1. Por el contrario, el
resbalamiento de la rueda puede compensarse con un valor de ¢ un poco mayor que 1. Lo
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que se sabe es que V = f(c), donde puede suponer que f es una funcion lineal que pasa
por el origen con pendiente a: f(c) = a.c.

Los tres técnicos coinciden en que hay que hacer un ajuste iterativo por prueba-y-error.
Esto es:

1. Fijar un valor arbitrario para cy e imprimir una pieza, la cual tendra un volumen Vj.
2. Calcular el error correspondiente eq = Vo — V*.
3. Con ese error calcular el valor de ¢ para la proxima iteracion, es decir c;.

4. Repetir esto sucesivamente para V,,, c,, e, = V,, — V* (recordar V,, = a.¢,), hasta que
e, sea lo suficientemente pequeno.

El problema es que cada técnico da una propuesta diferente para calcular ¢, 1 (paso 3).

1. Técnico 1 (control bang-bang):

con

2. Técnico 2 (control proporcional):

Cnt1 = Q - ﬁena

donde

5>0,Q >0.

3. Técnico 3 (control proporcional-acumulativo):
Cnt+1 = Cp + G,

donde

An = _/Ben
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Su tarea como ingeniero consiste en informar a los técnicos sobre las ventajas y desventajas
de cada una de las propuestas. Para esto, debe estudiar la convergencia del error para
cada una de ellas, segiin los valores que pueda tomar f3; es decir, encontrar los casos en
que la sucesion del error converge y diverge. En caso de que para alguna/s propuesta/s el
error converja o pueda converger, debe calcular su limite suponiendo que f(c) = «a.c. Para
calcular este limite, conviene encontrar primero una expresion cerrada para e, en funcién
de eg (donde no aparezca el simbolo de sumatoria). Puede ser de utilidad ejemplificar
numéricamente. Puede usar Excel o similar.

Finalmente, tome la propuesta del Técnico 1 y ademaés elija una de las dos propuestas
restantes para desarrollarlas.

Guia para la resoluciéon
1. Técnico 1:
a) Primero, diga en qué intervalo puede encontrarse .
b) Escriba ¢, utilizando la notacion sigma para sumas.
¢) Determine una expresion para e, en términos de c¢q, V* y los ay.
d) Analice la convergencia de los e,, cuando n — oo.
2. Técnico 2:

a) Diga en qué intervalo puede encontrarse «.

b) Llame r al producto af.

¢) Llame E a a@Q — V*,

d) Escriba ¢; y e; en funcion de e.

e) Escriba ¢y en funciéon de e; y luego en funcion de ey.

f) Escriba es en funcion de ¢y y luego en funcion de eg.

g) Escriba ¢z en funcion de ey y luego en funcion de eg.

h) Escriba es en funcion de ¢3 y luego en funcion de eg.
)

Analice el patron y escriba una posible férmula para e, como funcién de eq.
Note que uno de los términos es el enésimo elemento de una sucesion de sumas
parciales.

1

j) (Opcional) Escriba e, en funcién de e,, y utilice la expresion para demos-
trar por induccién matemética que es cierta la formula planteada en el inciso
anterior.

k) Calcule el limite de e,, cuando n — oo, para distintos valores de @, o'y 3.

[) Proponga un rango para [ en funciéon del volumen objetivo que asegure la
convergencia de e,.

3. Técnico 3:

a) Diga en qué intervalo puede encontrarse .
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Llame r a 1 — af.

Escriba e, 1 en funcion de e,.

Escriba ey, es y e3 en funcion de ey (recuerde que ey = acy — V™).

Analice el patron y escriba una férmula para e, como funcién de eg.
(Opcional) Demuestre por induccion matemaética que dicha férmula es cierta.
Calcule el limite de e,, cuando n — oo, para distintos valores de o y 5.

Proponga un rango para (8 en funciéon del volumen objetivo que asegure la
convergencia de e,.

o4
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Situacion 18: Tensiéon nominal del sistema eléctrico do-
méstico (en Argentina)

F1GURA 33. Operario eléctrico.

Bloques tematicos implicados en el problema

¢ Modelacién Matemaéatica
¢ Analisis de funciones
¢ Limites

¢ Integrales trigonométricas

Solemos decir que nuestro sistema eléctrico tiene una tension de 220 V. Sin embargo la
tension v(t) es en realidad una funcion del tiempo ¢ segin:

v(t) = 311,13 sen(2750¢). (28)

Una explicacion fisica de esto es que una tension variable v(¢) como la dada por la ecuacion
(28), al conectarse a una resistencia de valor R durante un tiempo 7" muy grande, produce
la misma potencia media calérica que una tension constante v(t) = 220 bajo las mismas
condiciones.

Histoéricamente, tiene sentido utillizar el nimero 220, pues en los inicios se usaba corrien-
te continua (constante) o alterna (variable) segun el lugar. Ademés, muchos aparatos
eléctricos de aquella época (que llevaban la inscripcion AC/DC) funcionaban con ambas
corrientes y entregaban la misma potencia util (calorica, luminica o motriz).

Ahora que conoce la explicacion fisica e historica del hecho de usar el nimero 220, com-
pleméntelas con una explicaciéon matemaética.
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Pistas para el planteo

1. La potencia es una funcién del tiempo que puede calcularse como:

3. Si p(t) se repite peridédicamente en el tiempo con un periodo P, la potencia media
puede calcularse de manera mas sencilla como:

par(T) ~ ~ /O p(t)dt, (29)

con un error que tiende a 0 si 7' tiende a ser mucho més grande que P.

Pistas para la solucién

1. Verifique la igualdad entre la potencia media generada por una tensién constante
v(t) = 220 con aquella generada por una tension variable v(t) = 311,13 sen(2750¢),
durante un tiempo 7" muy grande.

2. Grafique v(t)? para reconocer el periodo P con el que se repite p(¢). Finalmente,
compruebe (29) cuando T" es mucho més grande que P.
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Situacién 18: Calculos en presas

3% v
CE e

FIGURA 34. Presa de Agua del Toro.

Bloques tematicos implicados en el problema

o Modelacién Matematica

¢ Analisis de funciones

o Integral definida

o Aplicaciones del Calculo Integral a Areas y Voltmenes

¢ Fuerza de fluidos sobre placas

En ingenieria se denomina presa o represa a una barrera fabricada de piedra, hormigén o
materiales sueltos, que se construye habitualmente en una cerrada o desfiladero sobre un
rio o arroyo. Tiene la finalidad de embalsar el agua en el cauce fluvial con el objetivo de:

¢ Mantener la disponibilidad para consumo humano y/o riego.

¢ Generar energia hidroeléctrica: elevando el nivel del agua con el fin de convertir la
energia potencial en cinética y luego en mecanica, al mover turbinas eléctricas.

o Contener aluviones y/o prevenir inundaciones, embalsando caudales excedentes y
erogandolos en forma controlada.
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Tipos de presas

PRESAS DE FABRICA PRESAS MATERIALES SUELTOS
(Presas de fabrica de gravedad de hormigén
de arco
. de contrafuerte
Tipos de presa < homogéneas
Presas de materiales sueltos de nicleo impermeable

\ de pantalla impermeable

Uno de los disenios empleados en la construcciéon de presas es la presa de arco. Suele
utilizarse en canones estrechos y se curva hacia el agua que contiene. La fuerza del agua
presiona las paredes de la presa contra el canén, de manera que la roca hace de soporte
adicional para la estructura. Eso permite, ahorrar materiales en la construccion de la presa,
por comparaciéon con las de soporte vertical. Como dificultad, requieren gran capacidad
resistente de los costados donde se apoya y que la secciéon transversal de esa seccion del
rio debe cumplir con ciertas caracteristicas geométricas, o de forma, cuanto mas simétrica
mejor.

En Mendoza contamos con un ejemplar de presa de arco y es la presa de Agua del Toro
ubicada sobre el rio Diamante (Fig. 34).

Una seccion de una presa de arco tipica sigue el modelo de la Figura a . Al girar esa
seccion en torno al eje y se forma la presa de arco. El nimero de grados que se gira y
el ancho de la base varfan de una a otra, dependiendo sobre todo de las variaciones que
pueda sufrir el nivel del agua. Una posible configuracion, con giro de 150° y radio de 150
pies medido a la base de la presa, se muestra en la Figura b:
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Figura a. Seccion transversal tipo.

Para esta presa de arco:

1. Escriba la funciéon por partes a la que responde el esquema de la figura a, sabiendo
que en el intervalo de abscisas de -70 pies a -16 pies corresponde a un polinomio de
segundo grado y de -16 pies a 60 pies todos los tramos estéan formado por polinomios
de primer grado.

2. Calcule la cantidad de hormigén necesario para construir la presa.
3. Calcule el area de la superficie de la presa que esté del lado del agua.

4. Estime la fuerza debida a la presion que ejerce el agua sobre una franja de 1m de
ancho de la presa. En esa longitud se puede considerar la franja plana y no curva.
Considere que el agua tiene un nivel de 370 pies. (rallado en la Figura c).

370 pies

Figura c.
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